
実数の性質シリーズ

06 点列コンパクト

n = 1または 2とする．Rnの点Aと ε > 0に
対して，
{X ∈ Rn| |X − A| < ε}
をAの ε近傍といい，Uε(A)とかく．また，R2

におけるK ⊂ Rnの補集合をKcとかく．
n = 1のとき，Uε(a)は開区間 (a− ε, a+ ε)を
意味し，n = 2のとき，Uε(A) (A = (a, b))は
開円板 {(x, y)|(x− a)2 + (y − b)2 < ε2}を意味
する．
定義 (境界点, 内点, 外点)

(1) KをRnの部分集合とする．Rnの点A

がKの境界点であるとは，Aのどんな近く
にもK の点も，Kcの点も存在すること，
すなわち
任意の ε > 0に対して，Uε(A) ∩K ̸= ∅
かつ Uε(A) ∩Kc ̸= ∅
が成り立つことである．Kの境界点全体の
なす集合をKの境界といい，∂Kと表す．
(2) AがKの内点であるとは，Aの近くに
Kcの点が存在しないこと，すなわち
ある ε > 0が存在して，Uε ⊂ K

が成り立つことである．
(3) AがKの外点であるとは，Aの近くに
Sの点が存在しないこと，すなわち
ある ε > 0が存在して，Uε ⊂ Kc

が成り立つことである．

Rnの任意の点はKの境界であるか，内点であ

るか，外点であるかのどれか 1つだけが成り立
つ．境界∂KがKに含まれるか，あるいは∂K

とKが共通部分を持たないかによって，閉集
合・開集合を定義することにする．

定義 (閉集合・開集合)

(1) Rnの部分集合Kが閉集合であるとは，
∂K ⊂ Kの成り立つことをいう．
(2) Rnの部分集合Kが開集合であるとは，
∂K ∩K = ∅となることをいう．

(例)(1) R2の部分集合K = {(x, y) ∈ R2|y >

0}の境界 ∂K は x軸 {(x, 0)|x ∈ R}であり，
∂K ∩ K = ∅であるからK は開集合である．
□
(例)(2) R上の有界閉区間K = [a, b]について，
∂K = {a, b}であり，∂K ⊂ K であるからK

は閉集合である． □
(例)(3) R2の部分集合K = {(x, y) ∈ R2|x2 +

y2 ≦ 1, y ̸= 1}は開集合でも，閉集合でもない．
実際，境界点 (0, 1)はKに属さないのでKは
閉集合ではない．また，境界点 (1, 0)はKに属
するのでKは開集合でもない． □
(例)(4) R2において，∂R2 = ∅であるから，R2

自身は開集合でも閉集合でもある． □

定理 05

Rnの部分集合Kに対して，次を示せ．
(1) K が開集合である⇔ K の点がすべて
内点である
(2) K が閉集合である⇔ K の収束点列の
極限はすべてKの点である

(証明)(1) Kが開集合
⇔ Kの境界点はKに含まれない
⇔ 「A ∈ ∂K ⇒ A /∈ K」
⇔ 「A ∈ K ⇒ A /∈ ∂K」
⇔ 「A ∈ K ⇒ ある ε > 0が存在して，

Uε(A) ∩ A = ∅または Uε(A) ∩Kc = ∅」
A ∈ Kと仮定したときにA ∈ Uε(A) ∩K ̸= ∅
であるから，最後の条件は
「A ∈ K ⇒ ある ε > 0が存在して，Uε(A) ∩

Kc = ∅」
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となる．これはUε(A) ⊂ Aを意味するから，A
は内点である．
(⇒) (1) Kが閉集合
⇔ Kの境界点はKに含まれる
⇔ 「A ∈ ∂K ⇒ A ∈ K」…①
一方，「K の収束点列の極限はすべて K の点
である」 ⇔ 「K の収束点列の極限が A ⇒
A ∈ K」
( Aに収束するKの点列があるとは，Aのいく
らでも近くにKの点がある∗ことを意味するか
ら)

⇔ 「AはKの境界点または内点⇒ A ∈ K」
⇔ 「A ∈ ∂K ∪K ⇒ A ∈ K」
結論の形A ∈ Kから，この仮定A ∈ ∂K ∪K

は A ∈ ∂K に変えても同じことである．よっ
てこれは①と同値である． □
定義 (点列コンパクト)

Rnの部分集合Kは，Kの任意の点列がK

の点に収束する部分列を含むとき，点列コ
ンパクトという．

(例)(5) Rにおいて，有界閉区間K = [a, b]は点
列コンパクトである．実際，Kの点列 {an}n∈N
をとると，定理 03(ボルツァーノ-ワイヤストラ
ス)により，収束部分列 {ank

}k∈Nが存在する．
極限値を αとおけば，a ≦ α ≦ bである†から，
任意に作ったKの点列 {an}n∈NからKの元 α

に収束する部分列 {ank
}k∈Nが構成できる．す

なわち，Kは点列コンパクトである． □
定理 06

Rnの部分集合Kに対し，次のことが成り
立つ．
Kが点列コンパクト ⇔ Kは有界閉集合

(証明) (⇒) Kが有界でないとすると，任意の
自然数nに対し，|An| > nとなるKの点Anが
存在する．各 nに対してこのようなAnを定め
るとき，Kの点列 {An}n∈Nができるが，この点
列のどんな部分列 {Ank

}k∈Nも |ank
| → ∞(k →

∗任意の ε > 0に対して Uε(A) ∩K ̸= ∅
†すべての kで a ≦ ank

≦ bであり，k → ∞とすれ
ば得られる

∞)となり，収束しない．これはKが点列コン
パクトであることに反するから，K は有界で
ある．任意のKの収束点列 {An}を考え，その
極限を点Aとする．ここでKが点列コンパク
トであるから，{An}の部分列で，Kの点A′に
含まれるものを作ることができるが，{An}は
Aに収束するのであったから，A = A′ ∈ Kと
なる．よって任意のKの収束点列の極限が成
り立つから，Kは閉集合である (定理 05 (2))．
(⇐)K の任意の点列 {an}n∈N を考える．K

が有界であるから，定理 03 により，収束部
分列 {ank

}k∈N をもつ．K は閉集合であるか
ら，{ank

}k∈Nの極限 AはK に含まれる (定理
05(2))．ゆえに点列 {An}はKの点Aに収束す
る部分列をもつからKは点列コンパクトであ
る． □

～演習問題～
06-1 R2の部分集合K =

{(
x, sin 1

x

)∣∣∣x > 0
}

において，原点OがKの境界点であることを
示せ．
06-2 Rnの部分集合Kに対して，次を示せ．
Kが閉集合である⇔ Kcが開集合である

(06-1) y座標が 0になる点でいくらでも x座標が 0に
近いものが存在することを示せばよい．任意の ε > 0に
対して，x = 1

nπ
< εとなるように整数 nを定めると，

点
(
x, sin 1

x

)
= (x, 0)は Uε(O)に属する．よって任意

の ε > 0に対して Uε(O)には K の点も Kc の点 (例え
ば原点 O)も含まれるから，OはK の境界点である．
(06-2) K が閉集合
⇔ 「A ∈ Kc ⇒ A /∈ ∂K」
⇔「A ∈ Kc ⇒ある ε > 0が存在して，Uε(A)∩K = ∅
または Uε(A) ∩Kc = ∅」
A ∈ Kcと仮定したときに A ∈ Uε(A)∩Kc ̸= ∅である
から，最後の条件は
「A ∈ Kc ⇒ ある ε > 0が存在して，Uε(A)∩K = ∅」
となる．これは Aが Kc の内点であること，すなわち
Kc が開集合であることを意味する (定理 05(1)を使っ
た)．
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