
実数の性質シリーズ

04 有界数列の性質

数列 {an}n∈Nに対して，
n1 < n2 < n3 < · · ·
となる自然数 nk に対する数列 {ank

}k∈N を，
{an}の部分列という．

数列 {an}n∈Nがαに収束するならば，その任意
の部分列 {ank

}k∈Nも収束し，
lim
n→∞

an = lim
k→∞

ank

となる (演習 04-1)．

定理 03 (ボルツァーノ-ワイヤストラスの定理)

有界実数列は，収束部分列を含む．

(証明)有界数列であるから，ある有界閉区間
I0 = [b, c] で，{an|n ∈ N} ⊂ I0 をみたす
ものがとれる．I0 を中点を境にして 2つの区
間 [b, b+ c

2
], [ b+ c

2
, c]に分けたとき，少なく

とも一方は {an|n ∈ N}の無限個の元を含む
(重複も含める)．無限個の元を含む区間の一
つをとり，それを I1とおく．続いて I1につい
ても同様に中点を境にして 2つの区間に分け，
{an|n ∈ N}の無限個の元を含む区間の一つを
とり，I2とおく．このようにして I3, I4, · · · を
つくる．In = [bn, cn]とおく．区間の定め方から
b0 ≦ b1 ≦ b2 ≦ · · · ≦ bn ≦ · · ·
c0 ≧ c1 ≧ c2 ≧ · · · ≧ cn ≧ · · ·
である．したがって，定理 02 により α =

lim
n→∞

bn, β = lim
n→∞

cnが存在する．さらに，

cn−bn = 1
2
(cn−1−bn−1) = · · · = 1

2n
(c0−b0)

である．よって
β−α = lim

n→∞
(cn− bn) = lim

n→∞
1
2n

(c0− b0) = 0

であるから，α = βとなる．
さて，I1には {an|n ∈ N}の無限個の元が含ま
れているので，そのうちの一つを an1 とおく．
I2にも {an| ∈ N}の無限個の元が含まれている
ので，そのうち添字が n1よりも大きいものを
an2とおく．I3にも {an| ∈ N}の無限個の元が

含まれているので，添字が n3よりも大きいも
のを an3 とおく．以下同様にして an4 , an5 , · · ·
をとる．ank

∈ Ik = [bk, ck]であり，α ∈ [bk, ck]

であるから，
|ank

−α| ≦ ck−bk =
1
2k

(c0−b0) → 0(k → ∞)

である．ゆえに，{ank
}k∈Nは {an}の収束部分

列である． □

(例)(1)数列{(−1)n}n∈Nは有界である．収束部
分列としては，例えば {a2k}k∈N，{a2k−1}k∈Nが
とれる． □

2変数関数 f(x, y)の議論にも対応できるよ
うに，数直線上の議論を平面上に拡張する．2

つの実数に順番をつけて並べた (x, y)の全体
R2 = {(x, y)|x ∈ R, y ∈ R}
を平面といい，平面の元を点という．以下，平
面での点列∗の極限について，必要な定義を述
べる．
平面上の点 (a, b)に対して，Aと原点O = (0, 0)

の距離は√
a2 + b2

で定義され，これを |A|と表す．平面上の 2点
A = (a, b), B = (a′, b′)の距離は

∗数直線上の場合は数列と呼んだが，平面の場合は点
列と呼ばれる
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√
(a− a′)2 + (b− b′)2

で定義され，これを |A − B|と表す．ここで
A−BはA−B = (a− a′, b− b′)というように
対応する成分同士の差として定義される．
距離が定義されたら，数列の場合と同様に点列
の極限が定義できる．
定義 (点列の極限)

点列 {An}n∈Nが点Aに収束するとは，どん
な正数 ε > 0に対しても，ある自然数Nが
存在して，
n ≧ N ならば |An − A| < ε

となることをいう．

点列 An = (an, bn)が A = (a, b)に収束するこ
とと，「数列 anが aに収束し，かつ，数列 bnが
bに収束すること」は同値である (演習 04-2)．
集合K ⊂ R2が有界であるとは，ある定数Rが
存在して，Kの任意の点Aに対して，|A| < R

となることである．
定理 03の拡張

KはR2の有界集合とする．Kの任意の点
列は収束部分列を含む．

(証明)An = (an, bn) ∈ K とする．K は有
界であることから，ある定数 R が存在して，
すべての n で |An| < R となる．このとき
|an|, |bn| ≦

√
an2 + bn

2 = |An| < Rにより，
数列 {an}n∈N, {bn}n∈Nはそれぞれ有界である．
定理 03により，{an}は収束部分列 {ank

}k∈Nを
もつ．この極限を aとおく．ここで，{bnk

}k∈N
は有界数列であるから再び定理 03により，収
束部分列 {bnki

}i∈Nをもつ．この極限を bとお
く．数列 {anki

}i∈Nは収束列 {ank
}k∈Nの部分列

であるから aに収束する (演習 04-1)．よって

{anki
}i∈N, {bnki

}i∈Nはそれぞれa, bに収束する．
これはAnが (a, b)に収束することを意味する
(演習 04-2)． □

～演習問題～
04-1 {an}n∈Nがαに収束するならば，その任意
の部分列 {ank

}k∈Nも収束し，
lim
n→∞

an = lim
k→∞

ank

となる．
04-2 点列 An = (an, bn) が A = (a, b)

に収束すること (すなわち |An − A| =√
(an − a)2 + (bn − b)2という数列が 0に収束

すること)と，「数列 {an}, {bn}がそれぞれ a, b

に収束すること」は同値であることを示せ．

(04-1) 仮定により，任意の ε > 0に対して，ある番号
N がとれ，n ≧ N ならば |an − α| < εとなる．一般に
nk ≧ kであるから，k ≧ N となるすべての kで nk ≧ N

となる．よって k ≧ Nとなるすべての kで |ank
−α| < ε

となり，{ank
}k∈Nが αに収束するとわかる． (04-2)An

が Aに収束しているとする．このとき
|an − a| =

√
(an − a)2

≦
√
(an − a)2 + (bn − b)2 = |An −A|

であるから，|An − A| < ε なら |an − a| < εとなる．
よって an は a に収束する．同様に，bn は b に収束す
る．次に，an → a, bb → b(n → ∞)と仮定する．任意
の ε > 0に対してある番号Na, Nbが存在して，n ≧ Na

ならば |an − a| < ε, n ≧ Nbならば |bn − b| < εとなる．
よってN = max{Na, Nb}とおくと，n ≧ N ならば
|An −A| =

√
(an − a)2 + (bn − b)2 <

√
ε2 + ε2 =

√
2ε

となるから，An → A(n → ∞)である．
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