
実数の性質シリーズ

02上限と下限

定義 (有界)

AをRの空でない部分集合とする．Aが上
に有界であるとは，ある b ∈ Rが存在し
て，任意の x ∈ Aに対して，x ≦ bが成り
立つことをいう．このような bをAの上界
という．

不等式の記号を≧に変えた条件を満たすとき，
Aは下に有界，bはAの下界という．また，A

が上にも下にも有界のとき，単に Aは有界で
あるという．

(例)(1) 集合A =
{
1− 1

n
|n ∈ N

}
について．

任意の n ∈ Nに対して，
1− 1

n
≦ 1 · · · ①

であるから，1は集合Aの上界である．また，
任意の nに対して
0 ≦ 1− 1

n
· · · ②

であるから∗，0は集合Aの下界である． □

(注意) (例)(1) において，1以上の任意の数は
Aの上界になる．また，0以下の任意の数はA

の下界になる． 一般に，集合Aに上界 bが存
在するとき，b以上の任意の実数はAの上界に
なり，また集合Aの下界 cが存在するとき，c

以下の任意の実数はAの下界になる．

一般に，mが集合A ⊂ Rの最大元であるとは，
∗記号「≦」の解釈について，誤解が多いので補足し

ておく．「a ≦ b」は「a < bまたは a = b」を主張する
記号であり，等号が成り立つ場合があるかどうかについ
ては何も主張していない．(例)(1)では，②は n = 1の
ときに等号が成立するが，①はどんな nに対しても等号
は成立しない．

以下の 2条件を満たすことをいう．
(1) m ∈ A

(2) 任意の a ∈ Aに対し，a ≦ m

集合Aの最大元が存在するとき，それをmaxA

とかく．また，(2)の不等式の記号を≧に変え
た条件および (1)を満たすとき，mは最小元と
いい，その元をminAとかく．例えば (例)(1)

について，minA = 0であるが，maxAは存在
しない．
定義 (上限)

上に有界な集合 A ⊂ Rにおいて，Aの上
界全体の集合における最小元mが存在す
るとき，mをAの最小上界または上限とい
い，m = supAと表す．

下限 (最大下界)も同様に定義され，inf Aと表
す†．なお，上限 (下限)は，存在するならばた
だ 1つに限る (演習 02-1)．

実数を特徴づけるのが次の性質である．
公理 (実数の連続性)

上に有界な実数の部分集合Aに対して，A

の上限がRの中に必ず存在する．

このシリーズでは，この実数の連続性を公理
として認め，実数のもつ種々の性質を導いてい
く．

mがAの上限という定義は，次の (i)かつ (ii)

を意味する．
(i) 任意の a ∈ Aに対して，a ≦ m (mは上
界)

(ii)「 x ∈ RがAの上界ならば，m ≦ x」 (m

の最小性)

この (ii)の条件は，集合Aに含まれてないかも
しれない元 xを扱うことになるため，少し使
いにくいことがある．そこで，言い換えてみよ
う．(ii)について対偶をとれば
(ii’)「x < mならば，xはAの上界ではない」
†下に有界な集合 A ⊂ Rにおいて，Aの下界全体の

集合における最大元mが存在するとき，mをAの最大
下界または上限といい，m = inf Aと表す．
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となる．さらに，結論の否定を言い換えれば，
(ii”)「x < mならば，x < aとなる a ∈ Aが
存在する」
となる．これを定理としてまとめておく．な
お，下限であるための条件も同様である‡．

定理 01 (上限であるための条件)

m ∈ RがA ⊂ Rの上限であるための必要
十分条件は (1)かつ (2)である．
(1) 任意の a ∈ Aに対して，a ≦ m (mは
上界)

(2) x < mとなる任意の xに対し，x < a

となる a ∈ Aが存在する．(mより小さい
ものは上界にはならない)

(例)(1,続)集合 A =
{
1− 1

n
|n ∈ N

}
につい

て，supA = 1，inf A = 0である．
まず 1が上限であることを示すために，定理 01

の (1)(2)が成り立つことを確認する．(すでに
みたように)任意の nで 1− 1

n
≦ 1である ((1)

が成り立つ)．また，1より小さい数 xに対し
て，n0 >

1
1− x

となるような自然数n0を選べ

ば，x < 1− 1
n0

∈ Aとなる ((2)が成り立つ)．

よって supA = 1となる．
次に，0が下限であることを示す．(これもす
でにみたように)任意の nで 0 ≦ 1 − 1

n
であ

るから 0は下界である定理 01の下限版の (1)

が成り立つ)．また 0より大きい任意の数 yに
対して，0 < yとなるから yは下界にはならな
い (定理 01の下限版の (2)が成り立つ)．よっ
て supA = 0である． □

Aに最大元maxAが存在するとき，maxA =

supAである．同様に，Aに最小元minAが存
在するとき，minA = inf Aである．これは上
の (例)(1,続)の議論と同様にして示される (演

‡m ∈ R が A ⊂ R の下限であるための必要十分条
件は (1)かつ (2)である． (1) 任意の a ∈ Aに対して，
m ≦ a (mは下界) (2) m < xとなる任意の xに対し，
a < xとなる a ∈ Aが存在する．(mより大きいものは
下界にはならない))

習問題 02-3)．

上限は，有理数の集合の中では存在しないこと
がある．

(例)(2)有理数の部分集合B = {x ∈ Q|x2 < 2}
について，有理数の中に上限は存在しない．
(証明)Bに対して，有理数の上限 s ∈ Qが存在
したとする．s2 = 2と仮定すると，s = q

p
(p, q

は整数)とおくと q2 = 2p2となって両辺の 2の
素因数の個数の偶奇が異なり矛盾である．s2 <

2とすると s2 < t2 < 2となる有理数 t ∈ Qが存
在する (このような tは例えば次のように構成で
きる: cをこれから定める正数とし，(s+ c)2 =

s2 + 2sc + c2が 2未満，すなわち 2sc + c2 <

2 − s2 となるように，2sc < 1
2
(2 − s2)かつ

c2 < 1
2
(2 − s2)となるようにしたい．そこで

1
m

< 1
4s

(1− s2)かつ 1
n2 < 1

2
(1− s2)となる

ような自然数m,nを選び，c = min
{

1
m

, 1
n

}
として t = s+cとすればよい)．s < t, t ∈ Bと
なるが，これは sが上限であることに反する．
また，2 < s2としても 2 < t2 < s2となる有理
数が存在する (演習 02-4)．このとき tは Bの
上界となるから，sが最小上界であることに反
する． □

～演習問題～
02-1 Aを上に有界な集合とする．Aの上限 (下
限も)は，存在するならばただ一つに限ること
を示せ．
02-2 a < bとする．区間 I = [a, b) = {x|a ≦
x < b}について，inf A, supAを求めよ (証明
はしなくてもよい)．
02-3 AはRの部分集合とする．次のことを示
せ．
(i) Aに最大元maxAが存在するとき，maxA =

supAである．
(ii) Aに最小元minAが存在するとき，minA =

inf Aである．
02-4 有理数 s ∈ Qに対して，s2 > 2ならば，
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s2 > t2 > 0となる有理数 tが存在することを
示せ．

(02-1) (証明) α, α′ をそれぞれ Aの上限とする．α′ は
Aの上界であるから，α ≦ α′である．また αは Aの上
界であるから α′ ≦ αである．よって α = α′である．下
限についても同様である． (02-2) inf A = a, supA = b

(02-3)(i) m = maxAとする．mが定理 01の (1)(2)を
満たすかみればよい．最大元の定義により任意の a ∈ A
に対して a ≦ mである ((1)が成り立つ)．また，x < m

とすれば，x < aとなる a ∈ Aとして a = m ∈ Aをと
ればよい ((2)が成り立つ)．以上により，supAはmと
等しく，supA = maxA．(ii)も同様．(02-4) cをこれ
から定める正数とし，(s− c)2 = s2 − 2sc+ c2が 2より
大きく，かつ s− c > 0なるように，s2 − 2 > 2scすな
わち c < s2 − 2

2s
および c < sとなるようにしたい．そ

こで 1
m

< s2 − 2
2s

， 1
n

< sとなるような自然数 m,n

を選び，c = min
{

1
m

, 1
n

}
と定め，t = s− 1

n
とすれ

ばよい．
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