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13 準同型定理

定義 (同型)

群G,G′に対して，GをG′へ移す全単射の
準同型写像 fを同型写像という．同型写像
が存在するとき，GとG′は同型であると
いい，G ∼= G′と表す．

(例)(1)加法群Rから，正の実数の乗法群R>0

への写像 f

f : R −→ R>0

x 7−→ 2x

は ker f = {0}により単射，また全射 ( f(R) =
R>0)でもあるから f は同型写像となる．よっ
て (R,+) ∼= (R>0,×)と表される． □

前回扱ったように，ker f は群Gの正規部分群
であるから，剰余群G/ ker fが定義できる．こ
の剰余群について，常に f の像 f(G)と同型で
あることを保証するのが次の定理である．
定理 14

fを群Gから群G′への準同型写像とする．
このとき写像

φ : G/ ker f −→ f(G)

(ker f)x 7−→ f(x)

が定義でき，φは全単射の準同型写像とな
る．すなわち，

G/ ker f ∼= f(G).

(証明) G′の単位元を e′，ker f = N とかくこ
とにする．
まずφが写像として定義できているかを確認す
る．G/Nの元Naについて，類の別の代表元 b

をとると，ある k ∈ N が存在して，b = ka

と表される．f が準同型写像であることと，
N = ker f の定義により，f(b) = f(ka) =

f(k)f(a) = e′f(a) = f(a)．よって写像 φは
代表元の取り方によらずに定まる．
φが準同型写像であることを確認する．実際，
φ(NaNb) = φ(Nab) = f(ab) = f(a)f(b) =

φ(a)φ(b)である．
像から任意の元 f(a) ∈ f(G) (a ∈ G)をとる
と，φ(Na) = f(a)となるから，φは全射であ
る．また，φ(Na) = e′ とすると，f(a) = e′

により a ∈ N で Na = N となる．すなわち
kerφ = {N}となるから，定理 13により φは
単射となる． □

(例)(2) 乗法群R×から乗法群R×への写像 f

f : R× −→ R×

x 7−→ |x|
は準同型写像で，ker f = {−1, 1}, f(R×) =

R>0(正の実数の乗法群)であるから，準同型定
理により，
R×/{1,−1} ∼= R>0

となる． □

(例)(3) n次の対称群 Snにその符号 sgnを対応
させる写像 f

f : Sn −→ {1,−1}
σ 7−→ sgnσ

は Snから乗法群 {1,−1}への準同型写像であ
る．ker f = An, f(Sn) = {1,−1}(f は全射)で
あるから準同型定理により
Sn/An

∼= {1,−1}
である． □

～演習問題～
13-1 Gを可換群とする．このとき
G(3) := {x ∈ G|x3 = e}
G(3) := {x3|x ∈ G}
はGの部分群であり，G/G(3)

∼= G(3)となるこ
とを示せ．

(13-1)G(3) が群になっていることは演習 03-1(2) で確
認済み．x3, y3 ∈ G(3) とすれば (x3)−1y3 = (x−1y)3 ∈
G(3)によりG(3)は群である (定理 03の (3))．ここで写
像 f : G → G(3), f(x) = x3を定義すると，f は準同型写
像である．実際 f(xy) = (xy)3 = x3y3 = f(x)f(y).ま
た ker f = G(3) および f(G) = G(3) (f が全射)である
ことから，準同型定理によりG/G(3)

∼= G(3)を得る．な
お，前半のG(3), G

(3)が群である確認は，ker f = G(3)お
よび f(G) = G(3) からもわかる (定理 12と定理 11(3))．
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