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02部分群

定義 (部分群)

群Gの部分集合H (̸= ∅)がGの演算によっ
て群になるとき，HをGの部分群という∗．

(例) (1) 整数全体の集合Z，有理数全体の集合
Q，実数全体の集合Rは集合の包含関係
Z ⊂ Q ⊂ R

が成り立つ．演算として加法を考えていると
き，上に登場する集合はすべて群になるが，小
さい方の群は大きい方の群の部分群である．□
(2)乗法群Q×は乗法群R×の部分群である．一
方，乗法群 Q×は加法群 Qの部分群ではない
(両者の二項演算が異なるため)． □
(3) 群Gについて，群G自身，および単位元の
みからなる集合 {e}は Gの部分群である．こ
れらをGの自明な部分群という． □
(4) 2元からなる集合 {1,−1}は乗法群Q×の部
分群である． □
(5) 2べきの集合 {2n|n ∈ Z}は乗法群Q×の部
分群である． □
(6) 群 Z4の演算表を再掲する．

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

この演算表からも分かるように，{0, 2}はZ4の
部分群である． □

定理 02

Gを群，Hをその部分群とする．
(1) Hの単位元はGの単位元 eと一致する．
(2) a ∈ HのHでの逆元は，aのGでの逆
元 a−1と一致する．

∗H が Gの部分群であることを記号で H ≤ Gと表
すことがある．

(証明のポイント)前回の定理 01と同様に，H

の単位元 e′を用意し，その性質を考えて e′ = e

を証明する．(2)も同様．
(証明)(1) Hの単位元 e′の性質は
∀a ∈ H, e′a = ae′ = a …①
である．①で a = e′として
e′e′ = e′ …① ′

を得る．ここで e′のGでの逆元 x，すなわち
e′x = xe′ = e …②
を満たすような xを用意する．① ′に対して，
左から xをかけると
x(e′e′) = xe′ …① ′′

となる．① ′′の左辺は結合法則，xの性質②,単
位元 eの性質により
x(e′e′) = (xe′)e′ = ee′ = e′

一方① ′′の右辺は xの性質① ′により xe′ = e．
ゆえに e′ = eが示せた．

(2) aのHでの逆元を a′とすると，
aa′ = a′a = e …③
③の aa′ = eの両辺に左から aの Gでの逆元
a−1をかけて
a−1(aa′) = a−1e …③ ′

③ ′の左辺は結合法則および単位元 eの性質に
より
a−1(aa′) = (a−1a)a′ = ea′ = a′

となり，③ ′の右辺は単位元 eの性質により a−1

となる．ゆえに a′ = a−1が示せた． □

群Gの元 aと自然数 nに対し，

an =

n︷ ︸︸ ︷
a · a · · · · a, a−n = (a−1)n, a0 = e

と定義する．このように定義すると，任意の整
数m,nに対し，
aman = am+n, (am)n = amn, (an)−1 = (a−1)n

が成立する (指数法則)．

群Gに属する元の個数をGの位数といい，|G|
で表す∗．群Gの元 aに対し，
H = {an|n ∈ Z}
はGの部分群になる．このHを aから生成さ
れる群といい，H =<a>とかく．Hの位数を

∗集合の元の個数と同様の表記である．なお，Gが無
限に元をもつときは，|G| = ∞とする．

1



aの位数といい，ord aとかく．ord aが有限の
とき，位数は an = eとなるような最小の自然
数nのことを表す．Gが 1つの元 aで生成され
るとき，すなわちG =<a>となるとき，Gを
巡回群といい，aをGの生成元という．
(例)(7) 加法群 Zは 1または−1から生成され
る．すなわち，Z =< 1 >=< −1 >．このよう
に，一般に生成元は一意的でない． □
(8) 群 Z6の各元 0, 1, · · · , 5において，

0の位数は 1

1, 5の位数は 6

2, 4の位数は 3

3の位数は 2

である．特に，1, 5は Z6の生成元である．□

～演習問題～
02-1 前回の演習 01-3で証明した，

(ab)−1 = b−1a−1 および (a−1)−1 = a

を利用して，(a−2)−3 = a6を示せ．

02-2 次の問いに答えよ．
(1) 巡回群G =<a>の部分群H ̸= {e}につい
て，

ak /∈ H(k = 1, 2, 3)かつ a4 ∈ H

ならば a5, a10, a15はいずれもH に属さないこ
とを示せ．
(2) 巡回群Gの部分群H は巡回群であること
を示せ．

(02-1) (a−2)−1 = (a−1 ·a−1)−1 = (a−1)−1 · (a−1)−1 =

a · a = a2 により (a−2)−3 = {(a−2)−1}3 = (a2)3 = a6

(02-2) (1) a5 ∈ H と仮定する．a4 ∈ H であるから
(a4)−1 ∈ Hであり，a = (a4)−1a5 ∈ H となり a /∈ Hに
反する．a10 ∈ H と仮定すると a2 = (a4)−2a10 ∈ H か
ら矛盾，また a15 ∈ Hを仮定すると a3 = (a4)−3a15 ∈ H

から矛盾．(2) G =<a>とする．H = {e}ならH =<

e>でHは巡回群となる．そこでH ̸= {e}とする．Hは
巡回群G =<a>の部分群であるから，ある 0でない整数
kが存在し，ak ∈ Hとなる．もし kが負であってもHは
群であるからakの逆元がHに存在しa−k = (ak)−1 ∈ H

となる．すなわち n := min{k|ak ∈ H, k ∈ N}となる
自然数 (正の整数)nが定まる．以下，H =<an>を示
す．H から任意の元 am ∈ H をとる．m を n で割れ
ばm = nq + r, 0 ≦ r < nとなる整数 q, r が存在する．
am = anqar を変形して ar = (an)−qam． an, am ∈ H

であるから ar ∈ Hとなる．ここでnの最小性から r = 0
となる．すなわち am = (an)q ∈<an>を得る．am は
H の任意の元であったからH ⊂<an>が示せたことに
なる．一方 an ∈ H だから明らかにH ⊃< an >．以上
によりH =< an >，すなわちH は巡回群である．
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